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MATRIZES, OPERACOES COM MATRIZES E
SISTEMAS LINEARES DE EQUACOES

1. Definicdo de matriz. Matrizes especiais.

Definicdo 1.1: Sejam m e n dois numeros naturais. Uma matriz real mxn

€ um conjunto de mn nameros reais distribuidos por m linhas e n colunas

do seguinte modo:

A1 A ay j a,
Ayp Ay ay; Ay
A : : :
all ai2 aij aln
8 Apy o By . Ay

onde a; € IR paratodo o i €{1,2,...,m} e paratodoo jeiL2,...,n}.

Dizemos, neste caso, que a matriz tem ordem ou dimensdo mxn.

Definicdo 1.2: Cada numero que compde a matriz chama-se termo,

elemento ou coeficiente da matriz.

Notacdo: Abreviadamente pode-se representar a matriz pelo simbolo

A= [aij ] . Neste caso, o simbolo a;; € chamado termo geral da matriz.

1<i<m
1<j<n

Cada elemento da matriz é afetado de dois indices, o indice de linha que

nos indica a linha a que o elemento pertence e o indice _de coluna que

indica a coluna a que ele pertence:

a

ijaindice de coluna

indice de linha
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Exemplos 1.3: Consideremos a matriz A=| 0 5

-1 2
. : : « 1
E uma matriz de dimensédo 3x 2, em que a;, = E; a5, =3 a,=0;

Definicdo 1.4: A toda a matriz mx1, ou seja, a toda a matriz com m linhas

e 1 coluna chamamos matriz coluna e a toda a matriz 1xn, ou seja, a toda

a matriz com 1 linha e n colunas chamamos matriz linha.

bll
b21

Uma matriz coluna € da forma B = b' e uma matriz linha € do tipo
il

ml_|

A:[a11 dp ... Ay .. aln].

Definicdo 1.5: Chama-se matriz nula mxn atoda a matriz mxn com os

elementos todos iguais a zero.

Definicdo 1.6: Chama-se matriz_quadrada de ordem n a uma matriz

nxn, ou seja, a uma matriz com n linhas e n colunas.
Seja A:[aij] uma matriz quadrada de ordem n. Os elementos

a,,, 8y, ...,a,, constituem a diagonal principal de A e os elementos

Ay, Ay -3, constituem a diagonal ndo principal ou diagonal

secundaria de A.
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Exemplos 1.7: Dada a matriz quadrada de ordem 3, A=|-1 1 2 |, a
0 1 -5

sua diagonal principal é constituida pelos elementos 3, 1 e -5 e a sua

diagonal secundaria € constituida pelos elementos -1, 1, 0.

Definicdo 1.8: Uma matriz quadrada em que os elementos situados fora da

diagonal principal s&o todos iguais a zero chama-se matriz _diagonal, isto

6, A=[a,].., € uma matriz diagonal sse &;=0 para todos os

I<j<n

i, je{l2,...,n} tais que i = j.

1
Exemplos 1.9: A matriz D = {O } € uma matriz diagonal.

1 -1 0
A matriz M ={0 2 0| ndo é uma matriz diagonal porque o segundo
0 0 3

elemento da primeira linha é diferente de zero.

Definicdo 1.10: A matriz diagonal de ordem n cujos elementos da diagonal

principal séo todos iguais a um, chama-se matriz identidade de ordem n e

denota-se habitualmente por I, .

1 0 --- 0
01 --- 0
L=|. | :
_o 0 -- 1_

Definicdo 1.11: Uma matriz quadrada diz-se triangular superior _se todos

os elementos situados abaixo da diagonal principal séo iguais a zero.
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Temos entdo que A:[aij] € uma matriz triangular superior sse a; =0

parai> j.
1 -2 3

Exemplo 1.12: Amatriz A=|{0 1 —2]| é triangular superior.
0O 0 5

Definicdo 1.13: Uma matriz quadrada diz-se triangular inferior se todos

0s elementos situados acima da diagonal principal sdo iguais a zero. Temos

entao que A:[aij] € uma matriz triangular inferior sse a;; =0 para i< j.

2 0
Exemplo 1.14: A matriz B :{ 3} é triangular inferior.

Definicdo 1.15: Seja A uma matriz mxn. Chama-se transposta de A e

denota-se por A" & matriz nxm cujas linhas coincidem com as colunas de
A.

Sendo A= [aij ]EiSm , temos

<j<n
d; dy aj Am1
d;p; dp aj, Ao
AT = :
all a2i aji am|
_aln Ay ajn amn_

Propriedade 1.16: Da definicdo resulta

AT =(AT) = A
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Exemplos 1.17:

1 3
1 -1 4 T
1) Sendo A= temos A' =/ -1 0.
3 0 2
4 2
2) A transposta da matriz linha A:[a11 Ay ... A aln] e a
o
Y
matriz coluna AT =|
_aln

3) A transposta da matriz identidade de ordem n é a matriz identidade

de ordem n.

Definicdo 1.17: Uma matriz A diz-se simétrica se coincide com a sua

transposta, isto é, A= A'.

1 2 3 1 2 3
Exemplo 1.18: Sendo A=|2 7 -1|=A"=|2 7 -1|=A,logoA
3 -1 0 3 -1 0

é simétrica.

Definicdo 1.19: Uma matriz A diz-se anti-simétrica sse A=—A".

0 -2 -3 0 2 3
Exemplo 1.20: Sendo A={2 0 1 |[temos AT ={-2 0 -1|.
3 -1 0 -3 1 0
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Como A=-AT amatriz A é anti-simétrica.

2. OperagOes com matrizes: propriedades.
2.1: Adicao de matrizes
Denotemos por M, . (IR) o conjunto de todas as matrizes reais de

dimensdao mxn.

Definigdo 2.1: Sejam A:[aij] e B:[bij] duas matrizes de M, (IR).

Chama-se soma de A com B a matriz C :[cij] de M,...(IR), cujo termo

geral € ¢; =a; +by, i=12,...me j=12,...,n.
Isto é,
C=A+B
:_aij+bij]
a,+by A, by, e Ay, Dby, |
_ Q1 +bhy 8y +Dy, @y +by,
_am1+bm1 a‘m2+bm2 amn_"bmn_
Exemplos 2.2:
7 3 =2 -2 0 -1
1) Sendo A= e B= temos
-5 0 1 2 -3 -4
7+(-2 3+0 -2+(-1
g [THC2) 340 —24()
~5+2 0+(-3) 1+(-4)

[5 3 -3
|1-3 -3 -3
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2) Sendo A:{ . O} e B=[4 2 1] ndo podemos obter A+ B porque

as matrizes ndo tém a mesma dimensao.

PROPRIEDADES DA ADIGAO:
Sejam A, BeCeM,,,(IR). Entdo:

mxn (

(1) A+ B=B+ A (comutatividade).

(2) (A+B)+C = A+(B+C) (associatividade).

(3)Existe uma matriz nula OeM,_ . (IR) tal qu¢e A+O=0+A=A
(existéncia de um elemento neutro).

(4)Existe uma matriz A =-AeM, (IR) tal que A+A=A+A=0
(existéncia de um simétrico).

(5)(A+B) =AT +B.

2.2: Multiplicacdo de uma matriz por um escalar

Defini¢do 2.3: Dada uma matriz Ae M, (IR) e um escalar a € IR,

chamamos produto da matriz A pelo escalar o a matriz

B=0AeM,,,(IR) cujo termo geral ¢ definido por by = aa;;.

1 -3
Exemplo 2.4: Sendo A:{ J e oo =-3 temos aA= —3A:{ 3 }

PROPRIEDADES DA MULTIPLICA(;AO ESCALAR:
Sejam A.BeM,_ .(IR) e a, B e IR. Entdo

(1) (o +B)A=aA+PA
(2) o(A+B)=0A+aB.
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1 2 0 2 3 4
Exemplo 2.5: Sendo A= , B= 0 _2 , temos

13 -4 1
1.1, 1 1[-1 -1 4] |[TY Y Y
§A_§B_§(A_B)_§{o 3 —2}_[ 0 1“2

2.3: Multiplicacédo de matrizes
De seguida vamos definir multiplicacdo de matrizes que € uma operacédo
que a duas matrizes A e B faz corresponder uma matriz denotada por Ax B
ou simplesmente AB e que se designa por produto de A por B.
Vamos ver que o produto AB sé pode ser definido quando houver uma certa

relacdo entre o nimero de colunas de A e o nimero de linhas de B.

Definicdo 2.6: Sejam A:[aij] uma matriz mxn e B:[bjr] uma matriz

nx p. O produto de A por B (por esta ordem) é a matriz mx p cujo termo

geral c;, obtém-se somando os produtos dos elementos da linha i da matriz

A pelos elementos coluna r da matriz B, isto §,

blr
b2r L
Cir :[ail Qjp ain] . |=agby, +ai2b2r+"°+ainbnr:Zaikbkr'
: k=1
| By |
Consequentemente
[ n n n ]
Zalkbkl Zalkbkz Zalkbkp
k=1 k=1 k=1
n n n
AB= ZaZkbkl ZaZkbkz ZaZkbkp
k=1

k=l k=l

n . n '
Zamkbkl Zamkka zamkbkp
| k=1 k=1 i
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Observacdo: S6 podemos multiplicar matrizes quando o nimero de colunas

da primeira for igual ao nimero de linhas da segunda.

7 0 4
31 4
Exemplo 2.7: 1) Sejam A:{6 0 5} e B={4 3 5 entéo
2x3 -1 5 63)(3

7 0 4
3 1 4

AB = 4 3 5
6 0 5

2311 5 6

3x3

B 3x7+1x4+4x@4) 3x0+1x3+4x5 3x4+1x5+4x%x6
|6x7+0x4+5x(-1) 6x0+0x3+5x5 6x4+0x5+5x6

_{21 23 41}
37 25 54, .,
2) Sendo A e B as matrizes do exemplo anterior, ndo podemos calcular o

produto BA porque o numero de colunas de B ndo coincide com o numero
de linhas de A.

_ 2 0 1 , ) ,
3) Seja A:{1 J e B:L} entdo é possivel calcular o produto AB e é

. 2x1+0x3 2
uma matriz 2x1. De facto AB = = .
1x1+1x3 4
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PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO DE MATRIZES:
Sejam A, B e C matrizes de dimensdo convenientes e a € IR. Entéo

(1) (AB)C = A(BC) (associatividade).

(2) (A+B)C=AC+BC e A(B+C)=AB+ AC (distributividade).
(3) a(AB)=(aA)B=A(aB)

(4) Al =A e IB=B(existéncia de elemento neutro).

(5) AO=0eOB=0.

6) (AB) =BTAT.

Observagoes: 1) A multiplicacdo de matrizes ndo é, em geral, comutativa.

Isto €, na multiplicacéo, ndo se pode mudar a ordem das matrizes.

10 00 0 0
Por exemplo, sendo A= e B= , temos que AB =
10 11 00

0 0f1 O 00
e BA= = pelo que AB = BA.
1 1|1 0 2 0

2) A lei do anulamento do produto (AB=0=>A=0v B=0) nio é valida.
1 00 0] |0 O 1 0/ (0O
Por exemplo = , No entanto # e
1 01 1] |0 O 1 0/ (0O
0 0| [0 O
# .
1 1| (0 O
3) A leidocorte (AX =AY, com A=0= X =Y ) ndo é valida.

1 1)1 (3| |1 1}|2 1 2
Basta notar que =|_|= e no entanto = |
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3. Resolucao de sistemas de equacdes lineares

3.1. Matrizes em escada.

Definicdo 3.1: Uma matriz em escada de linhas é uma matriz tal que, por

baixo do primeiro elemento ndo nulo de cada linha, e por baixo dos

elementos anteriores da mesma linha, todas as entradas sao nulas.

Definicdo 3.2: Numa matriz em escada de linhas, chama-se pivot ao

primeiro elemento nao nulo de cada linha.

Exemplos:
1 2 3 4 5
A=|0 0 -1 2 -3|éumamatrizemescadacom pivots1,-1lel.
00 0 1 2
1 2 3
B={0 -3 5| éeumamatrizem escada com pivots 1, -3 e 5.
0 0 5
(1 2 3 4]
0 0 2 5| _ . _
C-= n&o é uma matriz em escada.
0 0 46
0 0 0 0]

3.2. Eliminacéo de Gauss.
Definicdo 3.3: Dada uma matriz, designam-se por operagdes elementares
sobre linhas, as seguintes transformacoes:

1) Troca de duas linhasiej (L < L;);
2) Multiplicacdo de uma linha i por um naimero « diferente de zero

(O‘Li );
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3) Substituicdo de uma linha j pela que se obtém adicionando-lhe o

produto de outra linha i por um nimero real & (L; +al;).

Defini¢do 3.4: A condensacdo ou eliminacdo de Gauss de uma matriz

consiste em efectuar operacOes elementares sobre linhas de modo a

transformar-se a matriz dada numa matriz em escada de linhas.

3.3. Caracteristica de uma matriz.

Defini¢o 3.5: Chama-se caracteristica de A, e denota-se por car(A), ao

numero de linhas ndo nulas da matriz em escada de linhas que se obtém de

A através da sua condensacéo.

Em sintese temos:

d; Ay
dy; Ay
A=
A Qo
_aml a'm2
= car(A)=k

(

%..._)

elementares

operagdes ]

Nota: Como é 6bvio, car(A)< min{m,n}.

Exemplo 3.6:

Calcule a caracteristica das matrizes A =

w N O

w NN

o O o N
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_\ —_ —_ —_ —

0 -1 2 1 1 1 O

1 1 0 0 -1 2 0 -1 2

A= — > = car(A) =2

2 2 0 ok 2 2 0] pEr |0 0 O
3 3 0 3 3 0 0 0 0]

1 0O 1 1 O 1 1 0 1

2 ey 3+tLho
-1 -3 2| b 1o -3 3 00 2

3.4. Resolucao de sistemas de equacdes lineares pelo método de
eliminacéo de Gauss

Consideremos um sistema de m equacdes lineares a n incognitas:

A Xy + 85Xy + A X, =hy dp QA o Qg || X by

A, Xy A5, Xy +-4+a, X, =Db a a o a X b

2% 1 22. 2 .2n n .2 N ?1 ?2 -2n .2 _ ‘2 o Ax=b
A X; + 8y Xyt +ap X, :bm _aml Amy amn__Xn_ _bm_

Na resolucdo de sistemas de equacdes lineares vamos considerar a matriz

ampliada [A|b] , onde A é a matriz dos coeficientes do sistema, x ¢ a

matriz das incégnitas e b é a matriz dos termos independentes.

Procedendo a eliminagéo de Gauss da matriz ampliada [A|b] , de modo a

obtermos uma matriz em escada de linhas, ficamos com um novo sistema

de equacdes de mais simples resolucéo.
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;g ay v b
8y 8y v Byt Ay|by
Alb]- b
Qg Qo o Qg A B
_aml am2 amk amn bm_
a1 Qg ay ain| by
0 a, any ay,| b,
_)..:_) 0 0 akk akn Bk
olpera(;(t)es _
elementares cee cen
sobrelinhas 0 0 0 0 bk+1
0 0 0 0|b,

Definicdo 3.8: Um sistema de equacOes lineares diz-se possivel

determinado se admitir uma unica solucdo e ele diz-se possivel

indeterminado se admitir uma infinidade de solugdes.

Definicdo 3.9: Chama-se variavel livre ou_independente a varidvel sem

pivo e variavel basica ou dependente a variavel com pivo.

Exemplos 3.10:

2X—-Yy+32=8
1. Resolva o sistema {—4x+3y+z=-7 .
—-2X+y+2z=-3
2 -1 38 2 -1 38
[Alb]=|-4 3 1-7|—/F5—0 1 79

-2 1 2[-3| =% |0 0 5|5
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X

2Xx—-Yy+3z2=8 2X=8-3+Yy 2x =17
y+7z=9 &Sy=9-7 Sy =2 &y =
5z2=5 z=1 z=1 z

3.5. Classificacdo de sistemas.
O sistema Ax=b de m equacdes a n incognitas, pode ser classificado da

seguinte forma:

1. Se car(A)=car([A|b])=n, o sistema ¢ possivel determinado.
2. Se car(A)=car([A|b])< n, o sistema é possivel indeterminado.

3. Se car(A) < car([A|b]), o sistema é impossivel.

Exercicio 3.11: Classifique e resolva, se possivel, 0s seguintes sistemas:

X+y+22=7 (X, + X, + X3 + %, =1

1) x—2y—3z:—7; 2) —x1+x2—x3—x4:—1.
X-y+z2=0 X; —Xo + X3 =X, =3
2X—y+6z=12 (2% +2X, +2X; =4
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